Ubung 1.1: Berechnen Sie die Richtungsableitung Dz(p) zum Richtungsvektor
7 := (1,7) der Funktion f(z,y) := 23 + y? beim Punkt p := (1, 2).

Nach 2.3.12 gilt: Dz(p) = (grad(f)(p), ) = (3 4) (;) = 31.

Ubung 1.2: Gegeben vollstindige metrische Réume X, Y ist auch ihr Pro-
dukt X x Y vollstdndig.

Beweis:
Sei zp, := (Zn, yn) eine Cauchy-Folge in X x Y

d(2zn, 2m) = sup{d(xn, Tm), d(Yn, ym)}

= d(zn, 2m) = A(Tp, ) A d(2ny 2m) = d(Yn, Ym)

= =z, ist Cauchy-Folge in X und y,, ist Cauchy-Folge in Y
=z, — 2z und y, — y (X und Y sind vollstédndig)

Behauptung: z,, — (z,y)
Beweis:
d(zna ($7 y)) = Sup{d(acn, Z’), d(y"'“ y)} — 0.

Ubung 1.3: Genau dann ist p Hiufungspunkt des metrischen Raums X, wenn
es eine Folge z,, in X \ p gibt mit nl;ngo Ty = P.

Beweis:

Sei p ein Haufungspunkt von X < Alle Umgebungen U von p schneiden X \ p
& Jz, € (X \p)NB(p, L)vn e N

& nlglgoxn =p, da d(zy,,p) < L.

Ubung 1.4: Gegeben ein Banachraum V und h € B(V) ein stetiger Endo-
morphismus von V einer Operatornorm ||h|| < 1 konvergiert die Folge der Par-
tialsummen der geometrischen Reihe und der Grenzwert ist invers zu idy — h.

Bevyveis: u u u
2 n=0 A" = 2o P = 11 2N P < 2o n I

> |R||™* konvergiert, somit ist H := > ~- A" eine Cauchy-Folge und kon-
n=0 n=0
vergiert somit.

Behauptung: H = (id — h)~!

Beweis:
lim (id— h) SN_ b = lim (id — hN+1) = id, da |[B|¥+! = 0
N—o0 N—o0

Behauptung: f € B(V) mit || f —id|| <1
Beweis: id — (id — f) = f.



Ubung 1.5: Man zeige, dass jede gleichméBig stetige Abbildung f von einer
Teilmenge A eines metrischen Raums X in einen vollstdndigen metrischen Raum
Y auf genau eine Weise zu einer stetigen Abbildung auf den Abschluss von A in
X fortgesetzt werden kann.

Beweis per Konstruktion von der Fortsetzung g von f

g(a) = f(a)Va € A

Nach der Ubung 1.3 gilt: Va € A\ A gibt es eine Folge (a,)ne in A die gegen a
konvergiert.

Setzt g(a) = nhﬁngo f(ay). Dieser Grenzwert existiert, da f(a,) offensichtlich eine

Cauchy-Folge ist und Y vollstindig ist. Es gilt also nur noch zu zeigen, dass g
gleichméBig stetig ist.

Sei € > 0, Yo,y € A mit d(z,y) < g gilt:

A( X, yn) < d(xp,z) + d(z,y) + d(y,yn) (Dreiecksungleichung)

Wobei z,,yn € AVn € Nz, = 2,y — ¥

Somit kann man n grof} genug wéhlen, damit d(z,,z) < % und d(y, yn) < % gilt.

= d(xn,yn) <9

Es gilt: d(g(2),9(y)) < d(g(x), f(xn)) +d(f(xn), f(yn)) + d(f(yn), 9(y))
. ), flyn) = g(y) gilt, gilt:

<e

da(f
Da f gleichméBig stetig ist und f(x,) — g(x
d(f{n), Flyn) < € d(f(yn), 9(v)) < € d(g(x), F(wn))
= d(g(z),9(y)) < 3e
Offensichtlich ist mit § zu dem € zu wahlen und man kann dieses auch so wéhlen,
dass am Ende € anstatt 3¢ herauskommt, jedoch wére das eine Definier-Schlacht
und ich denke man kann den Beweis so besser verstehen.



