
Beweis :

Sei ge YCX größtes Element , also g ≥ y HEY

⇒
g ist obere Schranke von Y in ✗

Sei § sup Y , also kleinstes Element in M :{OEX / o obere

Schranke von Y in X}

Es gilt : g. GEM
⇒ g- ≤ g ,

da § kleinstes Element in M
.

Weiter ist g- obere Schranke von Y in ✗

⇒ § ≥ y ty c- Y insbesondere § ≥ 9

Insgesamt : 9--5 = Sup Y

g
: --

Sup Z ,
h Sup Y

⇒ h ≥ y KYEY insbesondere h ≥ z KZEZ
,
da ZCY

.

⇒ h c- {◦ c- ✗ I o obere Schranke von 2- in X }

Wegen g-- supz erhalten wir :

Sup 2-
=

g ≤ h = supy



Beweis :

Es gilt :

✗ + y ≤ Sup ✗ + y ≤ Sup ✗ +supy tlxty ) c- XTY

⇒ sup ✗ + Sup Y ist obere Schranke von ✗+Y

Es bleibt noch ¥ : Sup Xtsup Y ist kleinste obere Schranke von XTY
.

Sei 2- c- IR mit 2- < Sup✗ +Sup Y

Dann existieren o , ßEIR mit ocsup X , ß <supy und 2- < otß

Weiter existieren ✗
'

c-✗ und y
'
c- Y mit ×

'

≥ a und y
'
≥ ß

Wegen
2- < a + ß ≤ ✗

'

+ y
'
c- ✗+ Y

ist z keine obere Schranke von XTY.

⇒ sup ✗ + Sup Y ist die kleinste obere Schranke von XTY

Also gilt sup (XTY ) = Sup ✗ + Sup Y



^ zeige : f ist stetig an der Stelle p = 0

Sei E- la , b) CIR mit a < 0 < b

Behaupte : f- (Ik I

• Beweis der Behauptung :

Sei f-A) c- f- (I ) beliebig .

⇒ (✗EI , also a < ✗ < b ) und ff (x ) = 0 oder f-A) c- ⊕ )
Ist FH) c- ④ \ {0} gilt a < ✗ = flx ) = ✗ ab

⇒ f- (x ) c- I

Ist f- 1×1=0 ,
dann ist flxl c- I klar .

Somit haben wir für jede Umgebung I von flott
eine Umgebung I

'
= I von 0 gefunden , so dass

f /I) < I
⇒ f ist an der Stelle 0 stetig

2 zeige : f nicht stetig an Stelle p V-pc.IN {0}

Sei also PEIRI {0}

Fall 1 : PEIQ .

⇒ flp ) = p

I : = ( Ep , { P ) ist eine Umgebung von ftp)=p und es gilt 0¢I .

Ist U eine beliebige Umgebung von p, dann existiert I:-(a.b)CU mit aap ab .

Es gilt c := a (1- E) + 7- b c- la ,b) IQ
⇒ f- (c) = 0¢ I

⇒] Umgebung U von p so dass f /UHR) = FIUKI
⇒ f ist nicht stetig in p .



Fall 2 :

p c- IRIQ

⇒ flp ) = 0

E- (- EIN , Ein ) ist eine Umgebung von ftp.O .

Sei U eine Umgebung von p .

Dann existiert E- la, b) < U mit aap < b.

Fall 2.1 :

p > 0

Mit der 4. Aussage aus Korollar 2.4.9 wissen wir

] ✗ c- ④ mit p < ✗ < b
,
also ✗c-I

'

⇒ f- (x) = ✗ > p
⇒ f (x) ¢ I

⇒ $ Umgebung U von p mit f- (a)CI

Fall 2.2 :

p < 0

Mit der 4. Aussage aus Korollar 2.4.9 wissen wir

] ✗ c- ④ mit a < ✗ < p ,
also ✗ c- I

'

⇒ f- (x) = ✗ < p

⇒ f (x) ¢ I

⇒ $ Umgebung U von p mit f- (a)CI

Insgesamt erhalten wir :

f ist nicht stetig für PEIRI {0}



⇐ g ist stetig bei p

Beweis :

Wegen f- (pl ≤ glp) ≤ hlp ) und ftp) = hlp ) gilt :

glp) = Hp) = h (pl

Sei V eine Umgebung von ftp. Betrachte ein Intervall ICU mit glp)c-I .

Da f. g stetig existieren Umgebungen U , U
'

von p mit

flut < I und hlu ) a I

U
"

= Un U ' ist wieder eine Umgebung von p und wegen ÜCU ,
Ücu

'

gilt :
f (u

"

/CI und hlu
"

/CI

Weiter gilt flzl ≤glz) ≤ HH ) tz c- U
"

,
da flzl , HHIEI

und I ein Intervall ist, erhalten wir gtz.CI KZEU
"

Also gut < IN
⇒
g ist stetig in p .




