Losungen Blatt 7 (PH-Teil)

Aufgabe 1. Zeige, dass fiir jede monoton fallende Nullfolge aj die Reihe
> reo (—1)*agkonvergiert.

Beweis. Wir betrachten die Partialsummen s, = Y_,_ (—1)¥a; und folgende
Teilfolgen der Partialsummenfolge:

S2n = 50,52, 54,56, - -

San+1 = S1,53,55,S57, .-

Es gilt:
2n+2 2n
k k
Sopt2 = Z (=D%ap = Z(—l) A — A2p41 + A2py2 = S2p — A2pt1 + G2n42 < Sop,
——_————
k=0 k=0

<0

Weil a, eine monoton fallende Nullfolge ist und damit |anq2| < |an+1] gilt.
AuBlerdem gilt damit auch

S2n = (ao - a'l) + (0,2 - a3) +---+ (a2n—2 - a2n—1) +a2n 2 a2n Z 0.
—— —_———
>0 >0 >0

Nach dem Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschrénktheit ist also
Sopn, konvergent und der Grenzwert lim,, oo So, existiert.

Analoges Vorgehen fiir so,,41 liefert die Konvergenz auch hier und insbeson-
dere die Existenz des Grenzwerts lim,, o0 Sop+1-

Insgesamt folgt mit der Konvergenz von aj und sop:

lim sop41 = lim (s2, + agpt1) = lUm so, + lim ag,y1 = lim sgy,
n— oo n— oo n— o0 n— o0 n— o0
=0

Und die Grenzwerte der beiden konvergenten Teilfolgen stimmen {iberein.
O

Aufgabe 2. Zeige, dass e € R\Q.

Beweis. Durch Widerspruch: Nehme an, dass e € Q gilt, dann existieren
p,qEZmite:%
Wegen 2 < e < 3 sind p und ¢ positive ganze Zahlen und e ¢ Z, also folgt



insbesondere g > 1.
In der Reihendarstellung von e = > "7, % erweitern wir mit g!:

! !
4 4 '—i-....

q'  q! q!
TR Rt +
¢ (g+1)! (¢+2)

q¢' 4
1, — r2_*r 1
i’,e/_;)k! TR
eN
Die linke Seite ist nach Annahme eine natiirliche Zahl wegen gle = p(q — 1),
und die erste Halfte der rechten Seite ist ebenfalls natiirlich, da fiir alle natiirliche

Zahlen n < q gilt n|(q!).
Fir die zweite Hélfte der rechten Seite sehen wir

|
& <L

q!
+ +-
(g +2)!

0<
(g+1)!
Die Positivitat ist klar wegen der Positivitiat aller Summenglieder. Fiir die

Beschrankung nach oben durch 1 bedenke ¢ > 1 und betrachte:

g 1 1
(q+ 1! q+1 "2
q 1 1
(@+2)!  (a+D(g+2) ~2.2 4
1 11
"8

qg
@3] (@rD@+r2@+3) ~2.2.2

Die zweite Halfte wird also durch eine geometrische Summe beschrankt, fiir

die nach Vorlesung gilt:

1 1 <1 1 1
PO RO kR e ik
k=1 k=0 2
Also haben wir

¢ ¢  q q! q! q!

le — 2= i 1 E

et utat Ty T gry T T

eN €(0,1)

und damit einen Widerspruch.



Aufgabe 3. Sei >~ aj eine konvergente Reihe und u : N — N eine bijektive
Umordnung mit der Eigenschaft |u(k) — k| < oo Vk € N.

Zeige, dass dann auch > 77 | a,) konvergiert und dass gilt: 77 aymy =
220:1 Q.

Beweis. Zunachst gilt:

> awm =Yl =1 D awwm— Y, akl,
k=1 k=1

k<n,u(k)>n k<n,u—1(k)>n

alle {ibrigen Summenglieder heben sich gegenseitig auf.

Weiter gilt nach Dreiecksungleichung

D D D DR D DI LD DI
k<n,u(k)>n k<n,u=1(k)>n k<n,u(k)>n k<n,u=1(k)>n

Wegen der Beschrénktheit von |u(k) — k| wéahle nun ein festes R € R, so dass
VEk € N gilt R > |u(k) — k.

Damit gilt:
n+R n
SN awwl+ Yl < Y e+ Y
k<n,u(k)>n k<n,u~1(k)>n k=n+1 k=n—R+1

Da Y7~ aj konvergent, ist insbesondere a,, eine Nullfolge, d.h. es existiert
fir alle € > 0 ein N € N mit |a,,| < € Ym > N. Wenn wir n so gewéhlt hatten,
dass |am| < € fiir m > n — R+ 1, bekommen wir

n+R n
ST Jarl+ Y Jan| < Re+ Re = 2Re
k=n+1 k=n—R+1

und wir sehen, dass beide Reihe den gleichen Grenzwert haben.
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