
Lösungen Blatt 7 (PH-Teil)

Aufgabe 1. Zeige, dass für jede monoton fallende Nullfolge ak die Reihe∑∞
k=0 (−1)kakkonvergiert.

Beweis. Wir betrachten die Partialsummen sn =
∑n

k=0 (−1)kak und folgende
Teilfolgen der Partialsummenfolge:

s2n = s0, s2, s4, s6, . . .

s2n+1 = s1, s3, s5, s7, . . .

Es gilt:

s2n+2 =

2n+2∑
k=0

(−1)kak =

2n∑
k=0

(−1)kak − a2n+1 + a2n+2 = s2n − a2n+1 + a2n+2︸ ︷︷ ︸
≤0

≤ s2n,

Weil ak eine monoton fallende Nullfolge ist und damit |an+2| ≤ |an+1| gilt.
Außerdem gilt damit auch

s2n = (a0 − a1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+(a2 − a3)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ · · ·+ (a2n−2 − a2n−1)︸ ︷︷ ︸
≥0

+a2n ≥ a2n ≥ 0.

Nach dem Konvergenzkriterium der Monotonie und Beschränktheit ist also
s2n konvergent und der Grenzwert limn→∞ s2n existiert.

Analoges Vorgehen für s2n+1 liefert die Konvergenz auch hier und insbeson-
dere die Existenz des Grenzwerts limn→∞ s2n+1.

Insgesamt folgt mit der Konvergenz von ak und s2n:

lim
n→∞

s2n+1 = lim
n→∞

(s2n + a2n+1) = lim
n→∞

s2n + lim
n→∞

a2n+1︸ ︷︷ ︸
=0

= lim
n→∞

s2n,

Und die Grenzwerte der beiden konvergenten Teilfolgen stimmen überein.

Aufgabe 2. Zeige, dass e ∈ R\Q.

Beweis. Durch Widerspruch: Nehme an, dass e ∈ Q gilt, dann existieren
p, q ∈ Z mit e = p

q .

Wegen 2 < e < 3 sind p und q positive ganze Zahlen und e /∈ Z, also folgt
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insbesondere q > 1.

In der Reihendarstellung von e =
∑∞

k=0
1
k! erweitern wir mit q!:

q!e︸︷︷︸
∈N

=

∞∑
k=0

q!

k!
=

q!

0!
+

q!

1!
+

q!

2!
+ · · ·+ q!

q!︸ ︷︷ ︸
∈N

+
q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ . . . .

Die linke Seite ist nach Annahme eine natürliche Zahl wegen q!e = p(q− 1),
und die erste Hälfte der rechten Seite ist ebenfalls natürlich, da für alle natürliche
Zahlen n ≤ q gilt n|(q!).

Für die zweite Hälfte der rechten Seite sehen wir

0 <
q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ · · · < 1.

Die Positivität ist klar wegen der Positivität aller Summenglieder. Für die
Beschränkung nach oben durch 1 bedenke q > 1 und betrachte:

q!

(q + 1)!
=

1

q + 1
<

1

2

q!

(q + 2)!
=

1

(q + 1)(q + 2)
<

1

2 · 2
=

1

4

q!

(q + 3)!
=

1

(q + 1)(q + 2)(q + 3)
<

1

2 · 2 · 2
=

1

8

Die zweite Hälfte wird also durch eine geometrische Summe beschränkt, für
die nach Vorlesung gilt:

∞∑
k=1

1

2k
=

1

2
·

∞∑
k=0

1

2k
=

1

2
· 1

1− 1
2

= 1.

Also haben wir

q!e︸︷︷︸
∈N

=
q!

0!
+

q!

1!
+

q!

2!
+ · · ·+ q!

q!︸ ︷︷ ︸
∈N

+
q!

(q + 1)!
+

q!

(q + 2)!
+ . . .︸ ︷︷ ︸

∈(0,1)

,

und damit einen Widerspruch.
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Aufgabe 3. Sei
∑∞

k=1 ak eine konvergente Reihe und u : N → N eine bijektive
Umordnung mit der Eigenschaft |u(k)− k| < ∞ ∀k ∈ N.
Zeige, dass dann auch

∑∞
k=1 au(k) konvergiert und dass gilt:

∑∞
k=1 au(k) =∑∞

k=1 ak.

Beweis. Zunächst gilt:

|
n∑

k=1

au(k) −
n∑

k=1

ak| = |
∑

k≤n,u(k)>n

au(k) −
∑

k≤n,u−1(k)>n

ak|,

alle übrigen Summenglieder heben sich gegenseitig auf.

Weiter gilt nach Dreiecksungleichung

|
∑

k≤n,u(k)>n

au(k) −
∑

k≤n,u−1(k)>n

ak| ≤
∑

k≤n,u(k)>n

|au(k)|+
∑

k≤n,u−1(k)>n

|ak|

Wegen der Beschränktheit von |u(k)−k| wähle nun ein festes R ∈ R, so dass
∀k ∈ N gilt R > |u(k)− k|.
Damit gilt:

∑
k≤n,u(k)>n

|au(k)|+
∑

k≤n,u−1(k)>n

|ak| ≤
n+R∑

k=n+1

|ak|+
n∑

k=n−R+1

|ak|

Da
∑∞

k=1 ak konvergent, ist insbesondere an eine Nullfolge, d.h. es existiert
für alle ϵ > 0 ein N ∈ N mit |am| < ϵ ∀m > N . Wenn wir n so gewählt hatten,
dass |am| < ϵ für m > n−R+ 1, bekommen wir

n+R∑
k=n+1

|ak|+
n∑

k=n−R+1

|an| ≤ Rϵ+Rϵ = 2Rϵ

und wir sehen, dass beide Reihe den gleichen Grenzwert haben.
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