Losungen Blatt 0

Aufgabe 1. Man erweitere das Pascal’sche Dreieck um die bendtigten zusétzlichen

Zeilen und stelle (z +y)7 als Summe von Monomen dar.

Loésung:
n=0 1
n=1 1 1
n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=> 1 5 10 10 5 1
n=>6 1 6 15 20 15 6 1
n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

(x+1y)" =27 + 728y + 212%y? + 352%y> + 3523y* + 212%9° + Tay® + o7

Aufgabe 2. Zeige durch vollstindige Induktion, dass jede natiirliche Zahl
n > 2 als Produkt endlich vieler Primzahlen geschrieben werden kann.

Beweis. Induktionsbeweise kann man sich gut als Domino-Parcour vorstellen.
Wir méchten zeigen, dass alle Dominosteine fallen werden (also dass die Aus-
sage fir alle Zahlen n > 2 gilt), und erreichen dies in drei Schritten:

Induktionsanfang (IA): Die Aussage gilt trivialerweise fiir n = 2.
Wir haben gezeigt, dass der erste Dominostein sicher fallen wird.

Induktionsvoraussetzung (IV): Die Aussage gelte fir alle n < N.
Wir gehen davon aus, unsere Aussage wdre bereits bewiesen fir alle Zahlen
kleiner gleich irgendeinem N € IN, also dass alle Dominosteine bis zu einem
bestimmten Punkt fallen werden.

Induktionsschritt (I1S): Wir wollen nun beweisen, dass wenn alle Dominos-
teine bis zu diesem Punkt fallen, dass dann auch der ndchste in der Reihe fallen
wird. Wir zeigen also, dass unter der IV nun auch automatisch die Griltigkeit
der Aussage fiir N + 1 folgen muss.

Dafiir machen wir eine Fallunterscheidung.

Fall 1. N + 1 ist eine Primzahl. Dann sind wir bereits fertig, da diese Zahl
dann offensichtlich ein ”Produkt endlich vieler Primzahlen” ist.



Fall 2. N + 1 ist keine Primzahl. Dann hat N + 1 echte Teiler, wir konnen
also zwei Zahlen t1,t < N finden, so dass N + 1 = t;to gilt. Fiir diese beiden
Teiler ¢; und ¢ gilt jedoch die Induktionsvoraussetzung, also kénnen wir diese
als Produkt endlich vieler Primzahlen p; - p2...p; bzw. ¢1 - ¢2 ... g; schreiben:

ty =p1-p2---Di
to=q1"q2-..q;

Damit haben wir aber auch eine Schreibweise fiir N 4+ 1 und sind fertig:

N+l=ti-tao={pi-p2-..pi) (@1 -q2..-45)

O
Aufgabe 3. Zeige 1 — 2" = (1 —2) > ,_, ="
Variante 1: Direkter Beweis
Beweis.
n
(L-2) Y ok = ()1t tat)
k=0
=(1+z+ 22+ - +2a")
—(z+a®+- - +a™ + a2t
=1-2""
O
Variante 2: Induktion nach n
Beweis. IA: Die Aussage gilt trivialerweise fir n = 1.
1V: Die Aussage gelte fiir ein n € IN.
IS: Dann folgt auch die Aussage fiir n+ 1, denn es gilt:
n+1 n
(1—2x) Za:k =(1 —,T)Z:L‘k + (1 —z)2" !
k=0 k=0
=1—2"" 4+ (1 —z)z"H
—1— $n+1 + J)n-‘,-l _ $n+2
=1—g"t?
O



Aufgabe 4. Sei a beliebig und k£ > 1. Zeige:
« o a+1
(620)+ ()= (%)

Qa )+Cg_owM—U“(a—%—%)+a(a—D“(a—%—D)

1) " \k & —1)! k!
_k~o¢-(oz71)...(osz+2)+a~(a—1)...(osz+1)
- k- (k— 1) Kl
ka(a—=1)...(a-k+2)+a-(a—1)...(a—k+1)
B k!
Ca-(a—1)...(a—k+2)- (k+(a—k+1)
N k!

(a+)-a-(a—=1)...(a—k+2)
B k!

)




